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1. a) Linjen ¢; har riktningsvektor v = (2 -1,3 - 1,4 — 1) = (1,2,3)
som ger ekvationen (;: (z,y,2) = (1 +¢,1+ 2t,1+ 3t). Linjen ¢, har
ckvationen ¢y: (z,y,2) = (—4 + 3t,5 — t,2 + t). Skdrningen bestdms
darfor av ekvationssystemet

1+ ¢t = —4+3s t —3s = — -2 1-3
142t = 55— s <=2t +s = 4 —
1+3t = 24+ s 3t — s = 1
@ —-3s = —5 @® —-3s = -5
Ts = 14 (3) 48 = ® = 2
8s = 16 0 = 0

Vi har alltsd s =2 ocht = =5 +3s = =5+ 32 = 1. Insdttning av
t = 11 ¢y:s ekvation (eller s = 2 i {y:s ekvation) ger skidrningspunkten
(2,3,4).

b) Skdrningen fas genom att sitta in £:s ekvation i 7:s ekvation

3w+ 24+2—-5=0c31+t)+22+2t)+(3-2t)—5=0
= 5+5t =0 t=—1.

Inséttning av ¢t = —1 i £:s ekvation ger da skdrningspunkten (0,0, 5).
c) Med A: (—1,-1,0), B: (1,1,3) och C: (1,—1,—3) giller
AB=(1—(=1),1—(~1),3-0) = (2,2,3),
AC = (1= (~1),—1 — (=1), =3 — 0) = (2,0, -3).
Triangelns area ges av

LAB x 4C| = 4)(2,2.3) x (2.0, -3)]

2 3| 12 3] |2 2
0 =3|" |2 =3]"|12 0

= %l(_G’ 12, _4)| = |(_37 6, _2)|

= V(=34 6+ (-2 = VA9 =7,

[y

|




2. a) Vi visar att A &r inverterbar och berdknar inversen genom att be-
trakta ekvationssystemet

1 +2x9 —4dx3 = 1y —4 -2
dry + 9 — x3 = Yo J <~
21 +3z9 —6x3 = Y3

@) +2x2 — 4drgy = 1
—Txq +15z3 = —4y1 +Y2 ﬁ <
— Xy + 223 = -2 +ys (-—1)
@) +2ry — 4z = j
Ty — 2x3 = 2y1 —UY3 -2 97 <
—Txy +1dbzs = —4y1 +yo Q
@1 = — 3n +2y3
@ —2x3 = 2y1 — U3 j <~
x3 = 10y +ys —Tys 2
@ = —3u + 2ys
@ = 22y1 —|—2y2 —15y3
@ = 10y + y2 — Ty3
Alltsd ar A inverterbar med inversen
-3 0 2
Al=122 2 —-15
10 1 -7

b) Da X och A &r inverterbara géller
X 'B=A<B=XA< BA'=X.

Alltsa géller

71 0 -3 0 2 1 2 —1
X=BA'=|01 -2 22 2 —15]1 =12 0 -1
30 1 10 1 -7 1 1 —1



3. a) De tva linjerna ¢1: (z,y,2) = (2+2t,1+t,1+2t) och l5: (z,y,2) =
(2 —4t,—2 4+ t,—2 — t) har riktningsvektorerna v; = (2, 1,2) och vy =
(—4,1,-1). Da

ViV (27172) ) (_4717_1)
cos ([vi,va]) = =
Vil [va]  [(2,1,2)[[(—4,1,-1)]
B 2-(=4)+1-142-(-1)
V212422 /(-4 + 12+ (—1)?
e R R S e
VOVIS  3-3v2 V2o 2

giller [vy, vo| = arccos (—‘g) = 3% (dvs [vy, vo] &r trubbig). Betrakta
figuren
8l
a
PR
T—aQ

Vi

Minsta vinkeln a mellan linjerna uppfyller alltsa 7 — a = ij vilket ger

— g 3T _ T
a=7— =7

b) De tva planen m: x —y — 2z = 3 och my: 22 — 2y — 4z = 3 har
normalvektorerna n; = (1, —1, —2) och ny = (2, —2, —4). D& ny = 2n,
ar n; och ny parallella. De to planen 7 och m ar darfor parallella.

Punkten P;: (3,0,0) ligger pa m;. Minsta avstandet mellan 7y och 7y ar

darfér samma som minsta avstanden mellan P; och 7. Denna avstand
ges enligt Avstandsformeln av

2:3-2.0-4-0-3] 3 6

VPR v

V6

Minsta avstandet mellan de tva plan ar alltsa 7.



4. a) Da F(1,0,0) = (1,0,0), F(0,1,0) = (0,1,0) och £(0,0,1) = (0,0, —1)
ges avbildningsmatrisen for F' av

0
0

1
A=10
0 -1

S = O

b) Planet innehaller O och har normalvektorn n = (1,—1,2). Lat
x = (x1,x9,23) vara en godtycklig vektor i rummet och G(x) =y =
(y1,Y2,ys3) vara ortogonala projektionen av x pa 7. Om x’ &r ortogonala
projektionen av x pa n géller y + x’ = x, vilket ger y = x — x'.

Projektionsformeln ger
oo (Xmy (1,29, 23) - (1,—1,2) N
P E (D742

= %(% — To + 2w3, —11 + T — 23, 201 — 2w + 4x3)

varav

y=x—-%
= ($1,$2, xg) — é(i[)l — T9 + 2.773, —T1 + Xo — 2$3, 21’1 — 233'2 + 4.1'3)

= %(5% + xo — 2x3, 71 + 5o + 223, —2x1 + 219 + 273)

Avbildningsmatrisen for G ar alltsa

1 5 1 =2
8:6 1 5 2
-2 2 2



c) Varje vektor y &r spegelbilden F(x) av en entydigt bestdmd vektor
x — mer precist dr y spegelbilden av x = F(y). Alltsa ar F' bijektiv.

Ortogonala projektionen G(x) pa xy—planet av en vektor x &ar parallell
med zy-planet. Om y inte &r parallell med zy-planet finns alltsa inte
nagon vektor x sa att G(x) = y. Darfor &r G inte bijektiv.

Alternativ: Determinanten av F':s avbildningsmatris ar
0
0

-1

1
det A= [0 =1-1-(-1)=—1.
0

S = O

Enligt Huvudsatsen &r F' déarfor bijektiv da det A # 0.

Determinanten av G:s avbildningsmatris &r

5 1 =2 1\? )

1 5 2 :(6> 1 5 2

-2 2 2 -2 2 2

= (D*6-5-241-2-(=2) +(-2)-1-2
—5-2-2—1-1-2—(=2)-5-(=2))

= (1% (50 — 4 —4—20 — 2 - 20)

3
= ()" 0=0

1
det B = |=

Enligt Huvudsatsen ar G darfor inte bijektiv da det B = 0.

5. Eventuella skirningspunkter fas genom 16sning av ekvationssystemet

(2—a)r + (6—2a)z = 4— a
(20— 4)y +2a—T7)z = 4a—11 (1)
(2—a)z +(6a—12)y +(6—3a)z = 4a— 8



Determinanten av koefficientmatrisen ar:

2—a 0 6 — 2a 1 0 6 — 2a
0 20—4 2a—-T7=2-a)|0 2(a—2) 2a—7
2—a 6a—12 6—3a 1 6(a—2) 6—3a

1 0 6—2a

=2-a)-2(a—2)|0 1 2a—7

1 3 6—3a

= —2(a—2)*((6—-3a) +0+0

—3(2a —7) — 0 — (6 — 2a))
= —2(a—2)*(6—3a — 6a+21 — 6+ 2a)
= —2(a—2)*(~Ta+21)
= 14(a — 2)*(a — 3).

Enligt Huvudsatsen géller da

Skérningen av 7y, mo, w3 ar ett punkt <=

a ¢ {2,3} (dvs a # 2 och a # 3).

Vi betraktar nu fallen a € {2,3} separat. Om a = 2 &r ekvationssys-
temet (1) foljande

2z = 2 3 Qy = 2
—322—33(2) 0 =0
0= 0 0 =0

Skarningen blir alltsa planet z = 1.

Om a = 3 dr ekvationssystemet (1) f6ljande

— =1 -1 =1
2y—z:1]<:> 2y — 2z =1 -3
—xr 46y —3z = 4 6y —32235
=1
— 2y —z = 1
0 =20
Losningen blir z = ¢, y = (1 +2) = § + 3t, © = —1, dvs linjen
(z,y,2) = (—1,5 + 3t,¢).

Samlad géller alltsa att planen skir varandra for alla virden pa a och
att skirningen &r



e a ¢ {2,3}: Skiirningen ir en punkt.
e ¢ = 2: Skirningen ar planet z = 1.

e a = 3: Skirningen ér linjen (z,y,2) = (—1,1 + it,t), t € R

6. Lat u = (z,y, 2). Da u ar ortogonal mod y-axeln géller u-e, = 0 dér
e, = (0,1,0) &r riktningsvektor for y—axeln. Vi har alltsa

u-e, =0 (2,9,2)-(0,1,0) =0 <= 04+y+0=0<=y =0. (2)
Da |u| = 5v/2 giller

2
Va2t +22=5V2 = a2 + 2 + 22 = (5\/5) =50. (3

Volymen av parallellepipeden som spanns upp av (1,2, 2), (2,—2,1) och
u ges av absolutbeloppet av determinanten

1 2 =z
-2 yl=-2z24+4y+2x—y—4z— (—4)r = 6x + 3y — 62
2 1 =z
Alltsa géller

6x + 3y — 62z = £36 (4)
Inséttning av (2) i (4) ger
br —6z=436<=r—2=426<= =246 (5)
Vi har alltsa tva fall: x =2+ 6 och z = 2 — 6.
Fall 1: Inséttning av z = 2z + 61 (3) ger

(24 6)* 4+ 22 = 50 <= 2* + 122+ 36 + 2* = 50
=22+ 122—-14=0
— 22 +62-7=0.
pg—formeln ger da z = =3+ /32 +7 = -3+ 4. Vi har alltsa z = —7

vilket ger x = =846 = —1 eller 2 = 1 vilket ger x =146 = 7. Detta
fall ger alltsa 16sningarna u = (—1,0, —7) och u = (7,0, 1).

Fall 2: Inséttning av x =z — 61 (3) ger

(2 —6)*+ 2% =50 <= 2 — 122 + 36 + 2> = 50
=22 -12:—-14=0
— 22— 62—-7=0.



pg-formeln ger da z =3+ 1/(—3)2+7=3=+4. Vihar alltsd z = —1
vilket ger x = —1 — 6 = —7 eller z = 7 vilket ger v =7 — 6 = 1. Detta
fall ger alltsa 16sningarna u = (—7,0, —1) och u = (1,0, 7).

Samlad finns alltsa de 4 16sningarna u = +(1,0,7) och u = +(7,0, 1).



