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1. a) Vinkel vid hornet @ ar ZPQR = [Q?, Cﬁ} Berdakning ger

QP = (=2 -0,0-1,0—1) = (=2, ~1,-1)

och

QR =(1-0,2-1,1-1)=(1,1,0).
Alltsa galler
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vilket ger ZPQR = °F

b) Triangelns area ges av

L@P x @R = 4(-2,-1,-1) x (1, 1,0)]
S 4 S | R, R | R |
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1,1, -1y = 22

2. a) Berdkning ger

2u+v)-(u—2v)=2u-u—4u-v+v-u—2v-v
= 2[u* = 3u-v —2|v|”
=2-2% = 3||ull[|v] cos ([u,v]) —2-1?
=6—3-2-1-cos(?7/3)
=6—-6-(—-12)=9



b) Berdkning ger

[Qu+v) X (u=2v)|=]2uxu—4uxv+vxu—2v xvV|
=[2-0—-4uxv+(—uxv)—2-0|
= [[=5uxv]|
= [=5[[[uxv]]

= 5[[uf[[[v]lsin ([u, v])
=5-2-1-sin(27/3)
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. Vi beviser nedan att matriserna A och B &r inverterbara (och beréknar
inverserna). Detta ger

AXB=C+= X=A"'CB™.

Vihar det B =2-(—2) —1-(—=2) = —2 # 0 sa B &r inverterbar med

mversen ) .
-2 -1 2 1
-1 _ = I
-5 (5 5) e (% )

V1 visar nu att A &r inverterbar och berdknar inversen.

200 + 22 — a3 = Y :
— x1 +2r9 213 = Y2 —

—2r1 +3x9 +4x3 = Y3

— o1 +H2ry +2z3 = Y2 2 9-2
207 + 9 — T3 = N J <
—21’1 +3£L’2 +4ZIZ’3 = Ys
+2xy +213 = Y2

ory +3x3 = y1 +2y 2 <—
— I3 = —2y2 +ys3

+2x9 +213 = Y2 j
— X9 = —2ys  +ys 2 45 <—>
Sry +3w3 = y1 +2yo $

+23 = —3y2 +2ys

—Xo = —2y2 + 3 <
3rs = y1 —8ya +9ys3 -3



= =2y 43y —3us (-—1)

= 2y, +y3 ((—1) =
= y1 —8yz +5y3 (%)
@) = 2y —Iy +3us
@2 = 22 — Y3

@D = 3 —5Y +3us

Alltsad ar A inverterbar med inversen

2 =7 4
A'lt=-(0 6 -3
1 -8 5
Berakning ger nu
2 =7 4 2 1
1 1
X:A—lch—lzg 0 6 —-3][-13 5(_22 _12)
1 -8 5 -2 1
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. Eventuella skirningspunkter fas genom 16sning av ekvationssystemet

r —ay —az = 1
ax +y — z = a (1)
—bax +5y +1lz = -—-10

Determinanten av koefficientmatrisen ar:

1 —a —a
a 1 —=1]=11+ (-5a®) + (=5a*) — (=5) — (—11a*) — 5a’
—5a 5 11
=16 —4a” = -4 (a® —4) = —4(a +2)(a — 2).

Enligt Huvudsatsen géller da

planen 7, o, 3 har precis ett skirningspunkt <=
a ¢ {—2,2} (dvs a # —2 och a # 2).



Vi betrakter nu fallen a € {—2,2} separat. Om a = —2 &r ekvations-
systemet (1) foljande

r 2y + 2z = 1 2 1-10 @ + 2y +2z = 1
—2x—|—y—z:—23 = oy +3z = 0 3
10z +5y +11z = —-10 —15y -9z = —-20 J
@ 2y +2z = 1
= Gy +3z = 0
0 = —-20

Fran sista ekvationen ser vi direkta att ekvationssystemet saknar 10s-
ning i detta fall.

Om a = 2 &r ekvationssystemet (1) foljande

r =2y — 2z = 1 -2 110 @ — 2y —2z =1
2v +y — =z 2 J — oy +3z = 0 3
J 0

—10z +5y +11z = -—-10 —15y -9z =
@ -2y —2z =1
= Gy +3z = 0
0 =0
Losningen blir z =1¢, y = ’SZ = —%t,

r=1+2y+2z=1+2(-3t)+2t=1+3t

Samlad géller alltsa

e a ¢ {—2,2}: Precis ett skiarningspunkt.
e a = —2: Ingen skirning.

e a = 2: Skirningen &r linjen ¢: (z,y,z) = (1 + %t, —gt,t), teR.

Alltsa saknar planen gemensam skdrning endast nér a = —2.

. a) Planen 7,: ax+4y+7z = 3 och m,: x—y+bz = 6 ar parallella precis
nér normalvektorerna n, = (a,4,7) och n, = (1,—1,b) &r parallella.



Vi har nu

1=ka
n, | ny <= n, =kn, <= (1,-1,b) = k(a,4,7) <= ¢ —1 = 4k
b="Tk
ka=1 a=—4
S k=—-14 = ck=-1/
b="Tk b=—"/

De tva ér alltsé parallella precis nér (a,b) = (-4, —1).

b) Anta nu att planen &r parallella, dvs att (a,b) = (—4, —;Z). Punkten
P,: (1,0,1) ligger pa 7, ty ax+4y+72=—-4-14+4-0+7-1=3. Lat ¢
vara linjen genom P, med riktningsvektorn n, = (—4,4,7) och P, vara
skarningspunkten mellan ¢ och 7.
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Linjen ¢ har ekvationen
r=1—4t
C: Qy=0+4t
z2=1+Tt

pa parameterform. Skirningen P, mellan ¢ och m, fas genom inséttning



av £:s ekvation i m:s ekvation

T—y—Tr=06<= (1—4t)— (4) -1+ 7Tt) =6
= 1-4dt—4t—1-t=6
= —8t—Bt=541
= —32t— 49t =20+7
_ 27 _ 1
<:>t—_—81——§

—
Observera att P, P, = tn,. Minsta avstandet mellan 7, och m, blir da

Alternativ: Insittning av t = —% i 0:s ekvation ger

-
Pu|| = litnall = -5(=4,4, 1) = 3lI(4,4,7)|
=V(—4)2+ 42+ 72 = 38l =3.
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.a)Lat m: 3x+2y+ 2z =0 och x = (21,29, 23) = O? vara en godtycklig
vektor. Lat ¢ vara linjen genom P med riktningsvektor n = (3,2,1)
(normalvektorn for 7). Om @ betecknar skidrningspunkten mellan ¢

och 7 ges den sokta ortogonala projektionen av G(x) =y = OQ.



P
n
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Linjen ¢ har ekvationen

r=x + 3t
0 Qy=umx9+2t
Z =1x3+ t

Skiarningen mellan 7 och ¢ erhalls genom insdttning av ¢:s ekvation i
m:s ekvation

3r+2y+2=0<=3(x; +3t) +2(x2+2t) + (x5 +1¢) =0
<31+ 9%+ 20 +4t+235+t=0
<= 311+ 2x + 23+ 14t =0
31 + 229 + 73
14

Inséttning av detta t-virde i £:s ekvation ger

—=tl=-

y1 =1 +3t =y + 3. (-t SnoGr-drs
Yo = To + 2% = Ty + 2. _35E1+%;462+x3 — 76x1+11110x272:p3
14 14
Y3 = T3 + t = T3 + (_3$1+?i‘2+$3) _ —3w1—211‘42+131‘3
dvs
Y1 1 5 —6 -3 1
Ya | = ﬁ -6 10 -2 T
Y3 -3 -2 13 T3
Avbildningsmatrisen for G ges alltsa av
1 5 —6 -3
— -6 10 -2
“ls 2 13

7



b) Lat A vara avbildningsmatrisen for F och 1at X och Y vara kolonn-
matriserna motsvarende vektorerna x och y.

Da F(x) = x endast har 16sningen x = 0, har AX = X endast 16snin-
gen X = 0. Ekvationen AX = X &r ekvivalent till (A —I)X = 0 som
darfor ocksa endast har 16sningen X = 0. Anviands Huvudsatsen pa
matrisen A —1I ses att A —1I &r inverterbar. Ekvationen (A —I)X =Y
ar déarfor 1osbar for alla Y. Detta dr ekvivalent med att A X =X +Y
ar 1osbar for alla Y. Pa vektorform betydar detta att F(x) = x4y ar
losbar for alla y.



