LUNDS TEKNISKA HOGSKOLA LOSNINGAR
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Helsingborg 2023-08-22
1. Matrisen A saknar invers da den inte ar kvadratisk.

Matrisen B har en invers da

0 V3

—1 1/2023

det B = =0 505 — V3 (=1) = V3 #0.

Matrisen C saknar invers da

1 1 2
detC=|2 -3 1
4 -1 5

=1-(-3)-5+1-1-4+2-2-(-1)=1-1-(=1)—1-2-5-2-(=3)-4
=—-15+4+4(-4)—(-1)—10—(—24) =0.

Determinanten av D kan berdknas genom successiv utveckling efter

kolonn 1:
1 2 3 4
056 7
detD = 008 9
00 0 10
5 6 7 2 3 4
(=D 1.0 8 9|+ (=1)*-0-10 8 9
00 10 00 10
2 3 4 2 3 4
+ (=¥ 0.5 6 T|+(-D*".0-5 6 7
00 10 08 9
56 7
=1-10 8 9
00 10
8 9 6 7 f 6 7
l+l- _ 2+1_ X _ 5+1‘ :
=1 < ’0 10‘” D™ -0 ‘0 10‘” D™ -0 ‘8 9D
—1-5. ‘0 10‘_1 5-8-10 0.

Matrisen D har alltsd en invers.



2. a) Med P: (2,1,3) och Q: (3,2,6) erhalls riktningsvektorn v = 1@ =
(3—2,2—1,6—-3) = (1,1,3). Linjens ekvation pa parameterform &r
darfor

r=2+ t
C: qy=1+t
z =3+ 3t.

b) Eventuell skiirning finns genom lésning av ekvationssystemet
24 t1 = —2—1, ti1+1t, = — -1 4-3
1+ ¢ 241ty <— t1 —ty = 1 J
343t = 141t 3t —ty = =2 J

@+ ty = —4 @+ ty = —4 " - _3/2
—2y, = 5 ——2 = 5 <:>{1 .
10 =/

—4t, = 0 = 0
Inséttning av t; = —3/2 1 £:s ekvation (eller to = —5/2 i ¢":s ekvation)
ger skiarningspunkten

~
no
I

@9.2) = @+ (= 1+(=9.3+3- (D) = .-} -D.

c¢) Inséttning av £:s ekvation i 7:s ekvation ger

20 —3y+2=2<=22+t)-3(1+t)+(34+3t)—2=0
< 242t=0<t=—1.

Skirningspunkten blir da

(x,y,2) = (24 (=1),14+(-1),3+3-(-1)) = (1,0,0).

3. a) Med A: (1,1,0), B: (2,3,—1) och C: (4,0,1) erhalls

AB=(2-1,3-1,-1-0) = (1,2, -1),
AC = (4—1,0-1,1-0) = (3,~1,1).



Triangelns area ar darfor

L|[4B x 4| = L, 1) x (3,1, 1)]

1 1 -1} (1 2
—5H<\ 1=b =B 5D
=1 <1—<—3>>,—1—6>||
— - —4, -7
= 3V12+ (42 + (-7)?

— 16,

b) Volymen bestdms vha. determinanten
1 2 4
1 3 0/=3+0+(—4)—-0-2-0=-3.
0 -1 1

Volymen av parallellepipeden ar alltsa |—3| = 3.

. a) Planet har riktningsvektorerna v; = (1,—1,—1) och v, = (2,1,0).
En normalvektor ar alltsa

n=v1><V2=(1,—1,—1)><(2,1,0)
4 T | R | |
N ’ 2 1

1 0 2 0
= (1,-2,3).

D& punkten (3,1, 2) tillhor planet blir ekvationen pa affin form for m

alltsa

Y

m:(x—3)-2y—1)+3(:z-2)=0<=m:2—-2y+32—-7=0.

b) Med y = s och z =t erhalls ekvationen

=243+t = 24 S.54 1.t
To: QY = 5 = 0+ 1-s+ 0-¢
z = t = 0+ 0-s+ 1-t

pa parameterform.



c) Gausselimination ger
r 2y +3z =7 = 0 r 2y +3z = 7 -3
{3:15 By — 2 — 25 ‘:’{3:5 —5y—z:25j

@ -2y + 3z =7
® —10z = 4.

Vi ser att z kan véljas godtycklig, dvs. vi far parameterlsningen
z =t, y = 4+10¢, x = T+2y—3z = T+2(4+10t)—3t = 15+17t.

Skirningen &r alltsa

=15+ 17t
0: Sy= 4+10t
z = t,

alltsa linjen genom punkten (15,4, 0) med riktningsvektoren (17,10, 1).

. Vektorn (2,1, 5) ligger i virdeméngden for F precis nér det finns x € R?
sa att F(x) = (2,1,5). Detta ér igen ekvivalent med att ekvationssys-
temet

W5t 2
XT3 5

ar 1osbart. Enligt huvudsatsen finns (entydig) 16sning om det A # 0.
Fallet det A = 0 kraver sedan sarskilt undersokning.

Determinanten blir

a 1 1
det A =12 —1 2|=—4a+8+2a—2a>—8—(—4)
4 a 4

=—-2a>—2a+4=-2(a*+a—2).

Alltsa galler

detA=0<=a"+a—-2=0<=a=—3+/(

& q=—2e¢eller a = 1.

Om a ¢ {—2,1} ligger (2, 1,5) alltsa i virdeméngden for F. For a = —2
och a = 1 kontrolleras direkt om ekvationssystemet (1) &r losbart:

4



For a = —2 erhalls

—21}1 + 9 + X3 = 2 1 72
21’1 — X2 +2£IJ3 =1 J <~
41’1 —21’2 —|—4.Z‘3 = 5
+xy + 3 = 2
3rs = 3 -2 <=
61}3 =9 J

CZm) +r oz = 2

0 =3

Systemet &r alltsa inte 1osbart och (2, 1, 5) ligger ddrmed inte i virdeméng-
den for F om a = —2.

For a = 1 erhalls

Ty +x9 + T3 = 2 -2 -4
2r1 —x9 +2x3 = 1 g
4ZE1 +I9 +4ZL‘3 = 5

I
w

@ + x9 +x3 = 2
—3x5 = =3 -1 <~
—31'2 = -3
@ + X9 +x3 = 2
- -3
0 = 0

Systemet dr alltsa l6sbart och (2,1,5) ligger ddrmed i virdeméngden
for F om a = —2.

Samlad géller alltsa att (2,1,5) ligger i virdeméngden for F for a ¢
{=2,1} och f6r a = 1 men inte for a = —2, dvs.

(2,1,5) ligger i virdeméngden for F < a # —2.

6. Vi anvinder foljande beteckningar: Lat P;: (—2,1,1) vara den givna
punkten pa ¢; och vi = (1,0, 1) vara riktningsvektorn for ¢;. Pa samma
satt betecknar Py: (2,2,1) den givna punkten pa ¢, och vo = (0,1, 1)
riktningsvektorn for ¢;. Lat ¢ vara den sokta linjen och lat skdrn-
ingspunkten med ¢; och /5 vara )1 och ()5 respektiva. Lat v vara en
riktningsvektor for 4.



Observera att vy Jf vo s& linjerna ¢; och ¢ &r inte parallella. Det finns
dérfor en entydig bestdmd linje ¢ som skér ¢ och ¢5 under rat vinkel.

Losning 1: Rikningsvektorn v maste vara ortogonal mot v, da ¢ skér
{1 under rat vinkel. Pa samma séitt ses att v maste vara ortogonal mot
Vo. Da

V1 X Vg = (1,0,1) X (0,1,1)

o1 [t to
\(1 1 (o 1170 1
= (~1,-1,1)
dr v=—vy x vy = (1,1, —1) en riktningsvektor for £. Da ¢ och ¢, skir

varandra ligger dessa tva linjerna i ett gemensamt plan 7;. Detta planet
har riktningsvektorerna v och v;. Planet m; har alltsa normalvektorn

n =vxvy=(11-1)x(1,0,1)
A I VR I T
S\0 1 1 1 10

=(1,-2,-1).
Punkten P, ligger pa ¢; och darmed ocksa pa m och 7 har darfor
ekvationen

Y

milo(—(=2)+(=2)-y—1D+(-1)-(c—-1)=0
<= m:r—2y—z=-—>5.
Skdrningen mellan ¢ och /5 &r samma som skédrningen mellan 7, och /5.

Denna bestdms genom att insédttning av f5:s ekvation i ekvationen for
T

r—2y—z=-5<=2-224t)—(1+t)=-5
— —3-3t=-H<=1t=2h

Inséttning av ¢ i fo:s ekvation ger da skdrningen Qo: (2,8/3,5/3) som
ligger pa ¢. Sokta linjen ar alltsa

rT=2+1
0 Qy=25+t
o



Losning 2: Punkten ; maste ha koordinaterna Qq: (—2+t1,1,141¢;)
for nagot t;. P& samma sitt giller Qy: (2,2 + to, 1 + t3) for nagot ts.
Vektorn

—
Vv=0Q1Q2=(2—(-2+1),2+ -1 1+t — (1+11))
=(4—1t1,1 +tg,—11 + t3)

ar parallell med ¢ och dérfor ortogonal mot vy och vy. Vi har darfor

vlivi<—v vy =0« (4—t1,1+t2,—t1+t2) (1,0,1) =0

(:>4—t1+(—t1)+t2 =0<= —2t1 +t5, = —4,

och

VIivo<s= v vy =0<= (4—t1,1+t2,—t1+t2)'(0,1,1) =0
Vi l6ser nu ekvationssystemet

{—2t1+ o= —4 —-1 {+ = —4
<~ @ _

—t1+2t, = —1
tl = 7/3
{tg = 2/3.

Insittning ger Q1: (3,1,%) och v = (2,2,-2) || (1,1,—1). Linjens
ckvation ar alltsa



