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1. a) Skirningen finns genom 16sning av ekvationssystemet

0+ tl = 1+2t2 t1—2t2 = 1 1 12
11—t = —1— ty <= —t1+t2:—2g

3—2t1 - —1—2t2 —2t1+2t2 = —4
@-2 - 1 (@ - 1
— 2ty = =2 0 = 0

Inséttning av t; = 3 i f4:s ekvation (eller o = 1 i f9:s ekvation) ger
skirningspunkten (x,y,z) = (0+3,1—-3,3—-2-3) = (3,—2,—-3).

b) Linjerna ¢; och ¢y har riktningsvektorerna v; = (1,—1,—2) och
vy = (2, —1, —2) respektiva. Dessa ér inte parallella och fungerar darfor
som riktningsvektorer for det sékta planet som alltsa har normalvektorn

vi X vy =(1,-1,-2) x (2,—1,-2)
1 —1
2 -1

(-1 =2l =2
o\ -1 =217 |2 =2)
= (0,-2,1).
D& punkten (0,1, 3) tillhér ¢ och darfor ocksa planet blir ekvationen
for planet alltsa
0-(z=0)4+(-2)-(y—1)+1-(2=3)=0<= —2y+2z—-1=0
—2y—2+1=0.

¢) Linjen ¢; har riktningsvektorn v; = (1, —1,—2) och planet 7 har
normalvektorn n = (0,1, 1). Vinkeln [vy, n] ges av

cos(jvim) = 2 0172 OLY
’ villlml /124 (=1)2 + (=2)2V0% + 12 + 12
o 0+(=D+(=2) = -3 3
CVIFI+A0FT1+T V62 V2VBV2
V3
=5
Detta ger [vy,n] = 2%, Minsta vinkeln mellan ¢, och n blir dérfor
m— %’T = %. Minsta vinkeln mellan ¢; och planet ér dérfor § — & = .



2. a) Berdkning ger
AX +C=AXB < C = AXB - AXI = AX(B - I).

Vi beviser nedan att matriserna A och B — I &r inverterbara (och
beréknar inverserna). Detta ger

AXB-I)=C«<—=X=A'CB-I)"".
Vihardet A = —1-2—1-0= —2 # 0 sa A &r inverterbar med inversen
1 /2 -1 1 /-2 1
-1 _ - S
A _—2(0 —1) 2(0 1)'

DaB-T= (%)~ (39) = (7 3) giller det(B—T) = (—7)-(—2) -
3-5=—1%#0. Alltsa ar B — I inverterbar med inversen

B =5 (3 5) (7))

Berdakning ger nu

X=A'CB-1" = <_02 D (_22 5) @ i)
SOOEH-ENeY

b) Vi har

Il
/—l\\
wCD
|
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AL(1,2,—1,-2,4) + A3(6,1,5,3,2) + A3(4, —3,7,7, —6) = 0 <

J1%72
J

)\1 +6)\2 +4)\3 ==
2 4+ Ay 3N =
— A1 DAy HTA3 =
=2\ 43Xy +TA3 =
AN +2X\y —6A3 =

QD) + 6hy + 4Ny =
—11Xy —11)g
11\, +11);
150, +15); =
22\ —22); =

o O O OO

S OO OO



+ 6y 4+ 4h3 =

1

0

I
L cococoo

0
0 =
) = (2t, -

Vi far en parameterlosning ((Aq, Ao, As ,t), t € R) s& vektor-

erna ar linjart beroende.

ca)Davy = PP = (0—(—1),4— (=1),1—0) = (1,5,1) och vs =
?P; =(1—-(-1),0—(-1),-1—-0) = (2,1, —1) inte &r parallella lig-
ger P;, P, och P3 i ett entydigt bestdmd plan 7. Detta planet har
normalvektorn

5 1 1 1 15
Vi X Vy = (1 5 1) (2717_1) ('1 _1'7_‘2 -1 7‘2 1’)
= (—6,3,-9).
Da vy x vo = (—6,3,-9) = —3(2, —1, 3) blir planets ekvation

m:2(x—(-1)—1(y—(-1)+3(2—0) =0 <= 7: 2x—y+3z+1=0.
Inséttning av Py: (1, -3, —2) ger
2.1—(=3)+3 (-2)+1=2+3-6+1=0,

dvs. P, ligger i detta planet. Alltsa ligger alla 4 punkterna i samma
plan.

Alternativ 16sning: Berdkning ger vektorerna
PP,=(0—-(-1),4—(-1),1-0) = (1,5,1),
P1P3 == (1 - (—1),0 - (—1), —1 - 0) == (2, 1, —1>,
—

Determinanten av matrisen som har dessa vektorerna som kolonner ar

1 2 2
5 1 —2/=1-1-(=2)+2-(=2)-142-5-(=1)
1 -1 -2

—2.1:1-2-5-(=2) —1-(=2)-(-1)
=24 (=4)+ (=10) =2 — (=20) — 2 = 0.



Vektorerna P, P, P, P; och PlPi ar alltsa linjart beroende. Punkterna
Py, P,, P3 och Py, ligger darfor i samma plan.

b) Linjen ¢ gar genom punkten Py: (—2,1,3) och har riktningsvektorn
v = (1,5,7). Berdkning ger

e
u=PRP =(-1-(-2),-1—-1,0-3) = (1,—2,-3).

Fran figuren nedan erhalls att u; = Poa) ar ortogonala projektionen av
u pa v. Projektionsformeln ger nu

u; = u vV = (1’ _2’ _3) ) (1’577)

1 (IIVIP) ( 11,5, 7|2 ) (1,5,7)
1-1+4(=2)-54+(=3)-7

_( 17+ 52 + 72 )“’5’7)

= =0(1,5,7) = —2(1,5,7).

Herav erhéalls

u=1u; + ux <

w=u-—u =(1,-2,-3) - (=2) (1,5,7) = (7,0, -1).

1
5

Minsta avstandet fran P; till £ ges da av

= V19 +0+1=1v50 = V2.

4. Enligt definitionen utgdr u;, us, us en ortonormeret bas i R? om

||| = ||ug|| = |lus]l =1 och w; L uy, u; L ug, us L us.



Planet 7: x — y + z + 2023 = 0 har normalvektorn n = (1,—1,1) sa
u; || n. D& u; dr en enhetsvektor normerar vi n:

! ! (1,—1,1) ! (1,—1,1)
u; = n= , —1, = y T by
™ = L =1, D) NiEESESEEE
1
- —(1,-1,1).
LD

Linjen ¢: (z,y,2z) = (34 + ¢,37 + t,—45 + 3t) har riktningsvektorn
v = (1,1,3) sd ug L v. Dessutom géller ug L u; da uy, uy, uz ar en
ON-bas. Alltsa ér ug parallell med

1
X ﬁ(l,—l,l)

VXU1:(1,173)

R A R T TR
B\-1 17
1
- (1 (=3),—(1-3),-1-1
\/§( (=3),—(1=3) )
1 2
= (4,2,-2) = —(2,1,-1).
\/5( ) \/g( )
Alltsa géller ug || (2,1, —1) och vi normerar
1
W= (2.1,—-1) = 2.1, -1
S [P T R RV ey ey A
1
— (2.1, -1).
\/6( )

Observera att u; x ug éar en enhetsvektor da u; och us ar ortogonala
enhetsvektorer. Dessutom ar uj, us, u; X ug positivt orienterad vilket
ger att uy, u; X ug, ug ar negativt orienterad vilket igen ger att uy,
—u; X ug, ug ar positivt orienterad. Alltsa géller u, = —u; x uz =
uz X uy. Berdkning ger

U = u3 X Uy
1 1
— %(2, 1,-1) x ﬁ(l,
1 (‘1 —1‘ _’2 -1
_\/ﬁ\/g\/g -1 1 1 1
La-1-@-(1).—2-1

T 32

1 1
— 3_\/5(0, ~3,-3) = —E(O, 1,1).

~1,1)

9

2 1
1 -1



Ett mojligt val av positivt orienterad ON-bas &r alltsa

1
<1a _1a 1)7 up = __(07 17 1)7 uz =

V2

_ 1 L oo
111—\/§ \/6 , 1, .

5. Standard 16sning: Om A betecknar avbildningsmatrisen for F géller

1 ~1 ~1 ~3 2 2
Alt]=[1], alo]|=]3 och Al2]=[-1
1 0 3 —1 1 1

Dessa tre ekvationer kan skrivas som en matrisekvation

1 -1 2 -1 -3 2

Al1 0 2=[1 3 -1

1 3 1 0 -1 1
B C

Vi visar nu att B ar inverterbar och berdknar inversen.

Ty — Xy +2r3 = Y J -1 9-1
1 +2x3 Yo <
r1 +3ry + x3 = Y3

@) —r2 +2x3 = Y
T2 = % Ty 1—4 >
dry — 3 = —y +Ys
@) —x2 +2r3 =
(@2) = -y + ¥ =
— 3 = 3y1 —4dy2 +uy3 2
@y —o2 = Ty1 —8y2 +2ys j
@2 = —Yr + ¥ I
—x3) = 3y —4y2 + y3
@y = 6y1 —Ty2 +2y3
@2) = —y1 + ¥ =
—x3) = 3y —4dy +ys ((—1)
@) = 6y1 —Ty2 +2y3
@2 = -y + Y
@3) = —3y1 +4y2 — y3



Alltsd ar B inverterbar med inversen

6 -7 2
B'=|-1 1 0
-3 4 -1
Da AB = C giller
-1 =3 2 6 —7 2 -9 12 —4
A=CB'=|[1 3 -1 -1 1 o)]l=|l6 -8 3
0 -1 1 -3 4 -1 -2 3 -1

Vi viser harnést att A ar inverterbar och berdknar inversen.

=921 +12z, —4x3 = Yy 2 2

6r; — 8ry +3z3 = Yo J <
—21‘1 + 31’2 — T3 = Ys
222 —dwy =y

3 2y1 +ys 2 =
372 —gT3 = —5l +y3

+12z, —dxs = i
—éws = _%yl +Y3 (ﬂ —
= %yl Y2 3 12
+12!L’2 = 9y1 —|—12y2 3
= %3/2 +Ys3
= %yl + Y
= 9% —36ys (- —35)
= %?JQ + ys (-3)
= 2y +ue (-3)
@ = —h +4ys

Y2  +3y3
@ = 2 +3y2

Alltsa ar A inverterbar med inversen

|
&
w
I

36—

©
I

-1
A'=10
2

w = o
S W



Da A ar inverterbar ger Huvudsatsen att kolonnerna i avbildningsma-
trisen for F (dvs. kolonnerna i A) utgér en bas for R3. Dessutom ger

Huvudsatsen att F ar bijektiv och Sats 8.2 ger att avbildningsmatrisen
for F~1ar A~ Da

1 -1 0 4 1 11
A2l =10 1 3 21 =111
3 2 30 3 8

giiller F~1(1,2,3) = (11,11, 8).

Battra 16sning med farre berdckningar: Om A betecknar avbild-
ningsmatrisen for F géller

1 —1 —1 -3 2 2
Alll=111], Al O |=1]3 och Al2]=]|-1
1 0 3 -1 1 1
Dessa tre ekvationer kan skrivas som en matrisekvation

1 -1 2 -1 -3 2

All 0 2] = 1 3 -1

1 3 1 0o -1 1

B Pl

Vi viser nedan att B och C é&r inverterbara. Da AB = C giller A =
CB~! och A #r darfor inverterbar enligt Sats 4.4. Huvudsatsen ger da
att kolonnerna i avbildningsmatrisen for F (dvs. kolonnerna i A) utgor
en bas for R3. Dessutom ger Huvudsatsen att F ér bijektiv och Sats
8.2 ger att avbildningsmatrisen for F~1 ér

A= (CB ) '=(B)'c'=BC
Berakningen
1 -1 2
detB=1|1 0 2
1 3 1

=1-0-14(=1)-2-142-1-3-2-0-1—(=1)-1-1—1-2-3
=0+ (-2)+6—-0—(—=1)—6=—1+#0

ger att B ar inverterbar. Vi viser hérnast att C &r inverterbar och
berdknar inversen.

—xry =312 +2r3 = WY 1
Ty +3ry — x3 = Yo J <
— Ty + T3 = Y3



— T2 + X3 =
—31’2 +2I3 = Y
o = n
@3 = Y Ty -1 --2
—3x9 = —h —2Y j
= —U — Y2 +ty3 -3 <
@3 = wn + Y
= 2y +y2 —3ys (-—1)
= —y —y +y ((—1)
@3 = Y1 Ty
@) = —2y1 —y2 +3y3
@ = Y1 t+y2 — Y3
@3 = Y1ty
Alltsa ar C inverterbar med inversen
-2 -1 3
cCl=(1 1 -1
1 1 0

D& F~! har avbildningsmatrisen A~! giller

1 1
A (2] =BC |2
3 3

1 -1 2 -2 -1 3 1
=11 0 2 1 1 -1 2
1 3 1 1 1 0 3
1 -1 2 )
=1 0 2 0
1 3 1 3
11
= |11
8

varav F~1(1,2,3) = (11,11, 8).



6. Vi berdknar forst enhetsvektorn e; i @:s riktning.

Di PO = (2 0,3 — 1) = (2,2) erhalls

1 1 1 1
o W@ “ Tz vt T 5s®?
~ 20

Dérmed kan fotpunkten S bestdmmas

03 = ¥.§(1,1):<2m1+2m>.

= (0,1) +

5 3

Enhetsvektorn e, fas genom att rotera e; vinkeln 7/2 i positiv led kring

() ant) () = ) () = (aE)

dvs. ey = ¥2(—1,1). Vi har alltsa

_ (210 _vi0 . 2V10  VI0) _ (3V10 - V10
5 T T s To) T\ T
och
O—R;Z(ﬁ_geg:(2@,1+2@)_§.§<_LU
2V10 V10, 2VI0 VIO (V10 | 3V10
5 0 5 10) \2 "0

10



De tva mojligheter for R ar alltsa

Ry: (3\/1_0,1—1—\/21_0) och Ry: (m 3\/%)

1
10 2’+1O
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