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1. Svar:a) — b) In6 c) 2¢?

V5

Losningsforslag:

a)/ﬁ(m_z)dx [r_2+z]“5_§+1_1_2_1
1 x? 2z, 2 V5 2 V5

b) Via partialbraksuppdelning av integranden erhalles att

3 3
6 2 1 3
/ v d:U:/ - — dmz[?ln]m\—ln]m+3]
1 x?+ 3z 1\ x+3 1

=2In3—-In6—-2Ilnl+1n4 =1n6.

) Variabelsubstitutionen ¢ = /z, foljt av partialintegrering, ger att

t = =12 dr=2tdt 2
/ \fdx—[ \/E’ o ’ v ]:/ o2tel dt
1

r=1=t=1 x=4=1t=2

2
= [2t6t]? — /1 2¢t dt = 4e® — 2e — [Qet]f = 4e? — 2¢ — (262 — 26) = 2¢2.

1
2. Svar: a) y(z) = (4arctanx — m)e” b) y(z) = Y
— 2z
Losningsforslag:
a) Via multiplikation med den integrerande faktorn e~* erhalles att

de* L. .4 4 (o) = 4
— e —ye ¥ = — —(ye =
14 22 Y Y 1+ 22 d[Ey 1+ 22

y —y =

4
— ye_xz/l—i— ;dr =4arctanxy +C <= y= (4darctanz + C)e”
x

dér C € R. Begynnelsevillkoret y(1) = 0 innebér att
0= (4darctanl 4+ Cle <+<— (C=—r.
Salunda har begynnelseviardesproblemet 16sningen
y(x) = (4darctanz — m)e”.

b) Omskrivning och integrering ger att

1d 1
y/:2y2 y#0 __y:2 < /_dy:/de
y2 dx y2

= 1 20 + C <— 1
—_— = T e —
y Y 2x + C’



dar C' € R. Notera att vi, pa grund av begynnelsevillkoret y(1) = 1, kan anta att
y # 0 i utrdkningen ovan. Villkoret implicerar att

-1=24+C <+—= (C=-3.

Begynnelsevirdesproblemet har foljaktligen 16sningen

11
2r —3 3—2’

y(z) =

2
. Svar: a) 3; b) 3

Losningsforslag:
a) Med skivformeln erhalles den sokta volymen av den generaliserade integralen

Oolzd— T e de—l‘ 3 1"
o I AN A AN
T\ Txm )T 2]~ o

b) Skdrningspunkterna mellan kurvan y = x / V1 + 22 och linjen y = z/3 bestdms av

att

x x
——=— = 3rx=a2V1+22 <= =0 eller V1+22=3
Vi4a?2 3

e =0 eller z=4+vV8=+2V2.

/

Den sokta arean ges av integralen

2v/2 272v2
x T T 4 2
—_— — — | dx = \/1—1—#——] =3 —-—=—-14+0=-.
/0 (\/1+x2 3) { 6, 3 3

. Svar: y(z) = (3z + 2)e* + (v — 2)e*

Losningsforslag:
Det karakteristiska polynomet 72 — 4r + 4 har nollstéllet 2 med multiplicitet 2, och
dérmed &r den allménna losningen till motsvarande homogena differentialekvation

yn = (Crz + Co)e™, Cy,Cy € R.



Med ansatsen y, = z(z)e’* = ze®” &r

y, = (2 +32)e™,
yg = (z” + 62" + 9,2) e,
vilket vid inséttning i differentialekvationen ger att

(z” +67 + 92) e — 4(,2' + 3z) e 4 4263 = ge®
— "4+ 2%+z=uz.

Ansatsen 2, = Ar + B, dir A, B € R, ger vid inséittning (med z, = A och 2 = 0) att

0+24+ (Az+B)=2 <<= Ax+2A+B==x

A =1 A=1
<
2A+B=0 B =-2.

Salunda har vi partikulérlosningen y, = (x — 2)e®*, och det féljer att den allménna
16sningen till differentialekvationen &r

Y=Yn+Yp= (Cl$ + 02)6296 + (ZL’ — 2)63w, C1,Cy € R.
Derivering ger att

y = (2C12 + C) + 20y)e** + (3x — 5)e™.

Fran begynnelsevillkoren y(0) = 0 och y/(0) = 2 erhalles att

Co—2=0 Ch =
<~
Losningen till begynnelseviardesproblemet ar alltsa

y(r) = 3z + 2)e* + (v — 2)e*".

. Svar: a) f/(0) =0, fY(0)=-3 b) -5 ¢ %

Losningsforslag:
a) Maclaurinpolynomet till f av ordning 4 ges av
(0 3 (0 (0 2 4
mie) = £0)+ 7O+ Bat ¢ Dollar ot = £ 0

Identifiering av koefficienter ger att f/'(0) = 0 samt att

F0(0)
4l

1 !
_ f(4) _ _

b) Nedan betecknar By, By, Bs, By, Bs samt Bg funktioner som dr begriansade i en



omgivning av 0. Fran kinda Maclaurinutvecklingar har vi att

2

t
et = 1+t+§+t331(t),

2

t
cost =1— 3 + t* By (1),

t2
In(l+t)=t— §+t3Bg(t),

och darmed ar

er=1—x+

(o ;
2

+(=2)Bi(—1) = 1 — 2+ T+ By(w)
och
(22)° 4 2 4
cos(2x) =1— — ot (22)*By(2x) =1 — 22° 4+ 2" Bs(x).
Salunda géller att
e —cos(2r) +a  (1—x+ 2 1 23By(2)) — (1 — 22% + 2'Bs(2)) + =

In(1+2x)—x (x—Z +a3By(x)) — =
5x2 3 5 5
24+ x°B 2+ 2B z2+0
= 22 v G(x) = 21 * 6@) — 21 =-5, dax—0.
—% + .CE?’Bg(ZU) —5+ $Bg(l‘) -5+ 0
c) Lat
arctan x
gla) = =,

och lat G vara en primitiv funktion till g. Da géller att

H(z) :/12 arCttantdt:/lx olt) dt:G(x)—GG),

T T

och det foljer att
1 1 1 1 t 1 tan
H'(z) =G (z) — G’(—) . (__> = g(x) + —-g(_> _ arcxanx n = arctan

arctan x + arctan %

x
Darmed ar

1
H’(\/g) _ arctan\/§+ arctanjg _ + _ T |
V3 V3 2V3

wly
ol3

Anmdarkning: Allmént géller att

1 /2, om x>0,
arctan x + arctan — =
x —m/2, omx <0,
vilket ger att
m/(2x), om x >0,
i~ | @
—7/(2x), om x < 0.



6. Svar: 5kg salt

Losningsforslag:

Lat y(t) beteckna méngden salt i kilogram som finns i tanken efter tiden ¢ minuter
fran att processen startat. Eftersom volymen vétska i tanken okar med 5 liter per
minut, sa innehaller tanken 1500+ 5¢ liter 16sning efter ¢ minuter. Salunda uppfyller y
differentialekvationen

2y
300 +¢

/ y !
= .10 <
Y= T1500 1 5t vt

Multiplikation med den integrerande faktorn €23+ = (300 + t)? ger att

d
(300 4 1)2 +2y- (3004 £) =0 <= £<y-(300+t)2> ~0
C

dar C' € R. Fran begynnelsevillkoret y(0) = 20 foljer det att

C
20= —— <= (C = 1800000
3002 ’
vilket innebéar att
() = 1800000
Y= 300 1 02

Méngden salt (i kilogram) som finns i tanken efter 5 timmar &r saledes

1800000 1800000

y(5-60) = y(300) = —o0a— = 50000



