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1. Svar: a) 3 b) 3 c)In3
Losningsforslag:
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¢) Andragradspolynomet i integrandens ndmnare har nollstdllena —1 respektive —3,
och faktoriseras dirmed som z? +4x +3 = (z+ 1)(x + 3). Via partialbraksuppdelning
erhalles sedan att
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2. Svar: a) y(z) = % b) y(z) =2Inz — 1+ —
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Loésningsforslag:

a) Omskrivning och integrering ger att
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diar C € R. Begynnelsevillkoret y(0) = 0 innebér att
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Salunda har begynnelsevéirdesproblemet l6sningen
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b) Division med z ger att
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Via multiplikation med den integrerande faktorn e?»* = (61”)2 = 22 erhélles sedan
att
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diar C' € R. Begynnelsevillkoret y(1) = 1 innebér att
C
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Salunda har begynnelsevirdesproblemet losningen
2
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. Svar:a) 1 b) 3

Losningsforslag:
a) Skiirningspunkterna mellan kurvan y = 22 och linjen y = 2z bestiims av att

=2 <= z=0 eller z=+V2
Det aktuella omradet framgar av figuren nedan.
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Den sokta arean ges av integralen
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b) Med skivformeln erhalles den efterfragade volymen av integralen
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Polynomdivision ger att z* = (:L‘2 — 1) (x2 + 1) + 1, och darmed &r
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. Svar: y(z) = —4de 48 — " + 22 — 3

Losningsforslag:
Det karakteristiska polynomet 72 + 3r + 2 har nollstdllena —2 respektive —1, och
dédrmed &r den allménna l6sningen till motsvarande homogena differentialekvation

yp = Cre " + Che™®,  C1,C R
Om y,, &r en losning till
y" + 3y + 2y = —6€” (1)
och y,, &r en 16sning till
y'+ 3y + 2y =da (2)

sa loser y, = yp, + Yp, den givna differentialekvationen.
Med ansatsen y,, = z(x)e” = ze® &r

yn, = (2 +2)e”,
yo = (2" 422 4 z)¢”,
vilket vid inséttning i (1) ger att
(2" + 22" + 2)e” + 3(2 + 2)e" + 22" = —6e" < 2" +52 +6z=—6.
Ansatsen z, = C, dir C € R, ger sedan vid inséttning i ovanstaende att
6C =—-6 <+— (C=-1,

vilket innebér att y,, = —e®. (Notera att det i de féregaende berdkningarna ocksa
fungerar att direkt gora den enklare ansatsen y,, = Ce”, dir C' € R.) Med ansatsen
Yp, = Ax + B, dir A, B € R, ger insiittning i (2) att

0+3A+2(Az+ B)=4r <= 2Ar+3A+2B=4x

<
3A+2B =0 B=-3,
och dédrmed é&r y,, = 2z — 3. Salunda har vi partikuldrlésningen y, = —e* + 2z — 3,

och det foljer att den allménna l6sningen till differentialekvationen é&r

y:yh+yp2016_2z+026_$—6r+2x—37 01,02 € R.



Derivering ger att
y = =201 — Che™® — " + 2.
Fran begynnelsevillkoren y(0) = 0 och 3/'(0) = 1 erhalles att
Cl+02—1—3:0 Cl+02:4 01:—4
S
—201—02—1+2:1 —201—02:0
Losningen till begynnelsevardesproblemet ar alltsa

y(r) = —4e > + 8¢ — e” + 21 — 3.

. Svar: a) —6  b) Konvergent

Losningsforslag:
a) Nedan betecknar By, Bs, B3, By, Bs samt Bg funktioner som &r begrinsade i en
omgivning av 0. Fran kéinda Maclaurinutvecklingar har vi att

sint =t +t°By (1),
el =1+t +1°By(t),

t3
arctant =t — 3 + t° Bs(t),

och darmed &r
sin(a:Q) =2+ (x2)3Bl (x2) = 2% + 2°By(x)
och
e* =1+ 27 + (22)*By(27) = 1 + 21 + 2By (7).
Salunda géller att
sin(2?) — 2%¢*  2° + 2%By(x) — 2?(1 + 22 + 2? Bs(x))

x — arctan x z— (z— ”%—3 + 2% B;(x))
—22% + 2 Bg(x)  —2+ xBg(z) —2+0 .
=3 5 =71 3 1_0:—6, dax — 0.
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b) For x > 1 giller att
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Vidare vet vi (fran sats 13.11) att floo x% dx &r konvergent, och salunda maste (enligt
sats 13.10) dven den generaliserade integralen

o x
—dx
/1 3+ Inx

vara konvergent.



6. Svar: a) T.ex. y(t) = 22 4+ 48 - 271 (¢ tiden i minuter) b) 10 minuter

Losningsforslag:

a) Lat y(t) beteckna kroppens temperatur i grader Celsius efter tiden ¢ minuter, dér
t = 0 svarar mot tidpunkten da temperaturen ar 70 °C. Da uppfyller y differential-
ekvationen

v =—k(y—22) < o +ky=22k,

dér k dr en konstant. Multiplikation med den integrerande faktorn et ger att
1kt kt kt d kt kt
ye’ + kye™ = 22ke = T <ye ) = 22ke
— yeM = /22]{:6“ dt = 22¢M 4+ C

= y=22+Ce ™,
dar C' € R. Begynnelsevillkoret y(0) = 70 ger att C' = 48 och didrmed géller att
y(t) = 22 + 48¢ .

Vidare ger villkoret y(30) = 28 att

1 1
22 + 4873k =98 = 30 = s = —30k = In 5= —3In2

In2
k= —.
10

Salunda ar

n2

y(t) =22 + 48— Tot = 29 4 48 . 97/10,

b) For att bestamma tidpunkten ¢; da kroppens temperatur &r 25°C sa l6ser vi ek-
vationen

y(t)) =25 = 22448.271W/10 95 — /10 _ ¢
131
— =4 <= t; =40
10 1
Foljaktligen tar det 10 minuter for att kroppens temperatur ska sjunka fran 28 °C till
25 °C.



