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1. Svar:a) 3 b) V3 c)\/?g—% d)1
Losningsforslag:
8
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a)/ — v = [3:1°]=3.-2-3-1=3
1

cos? x

w/3 1 .
b)/ dx:[tanx}o/gz\/g—():\/g
0
¢) Via partialintegrering erhalles att
/3 /3 /3
/ rsinzx dr = [x-(—cos@]ér —/ 1-(—cosz)dr =
0 0

1 w/3 - 3
:E-(——)—O—i-/o cosa:dxz—%%—[sinx}o/gz—g+\/7——():

3 2
V3w
2 6

d) Variabelsubstitutionen ¢ = e® ger att

1 t=e¢€" dt=¢e"dr e 1
. 1 - [
1 +e x:—1:>tzg, r=1=t=e 1/e1+t

e I+
= [In|1 +t|]1/e =In(l+e)—In(l+1/e)= ln(1 n 1j€> =Ine=1.
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2. Svar: a) y(z) =¢” + e b)y(z

~—

T2 +xlnx
Losningsforslag:
a) Multiplikation med den integrerande faktorn v’ ger att

"y + 2xe” y = dxe®’

d 2 2
L) = e

e$2y = /4$62x2 dr =¥ +C

Y+ 2zy = dwe”

[

y=e" +Ce ™,
diar C € R. Begynnelsevillkoret y(0) = 2 innebér att

22602+C’e_02 +— (C=1.



Salunda har begynnelsevérdesproblemet 16sningen
2

y(z) = +e .
b) Omskrivning och integrering ger att

1d
Yy +y*lnz =0 PN ——Q_yzlnx
y? dx

= /(—%) dy:/lna:d:v

1 1
— —:xlnx—/m-—dmlenx—az+0,
Y x

diar C' € R. Notera att vi, pa grund av begynnelsevillkoret y(1) = 1, kan anta att
y # 0 1 utrdkningen ovan. Villkoret implicerar att

1
I:1-1n1—1+(§’ —= (=2
Begynnelsevirdesproblemet har foljaktligen 16sningen
1
ylw) = 2—z+zlnx’
mln3
. Svar: a) b) 67
Losningsforslag:
Rotationskropparna genereras av det skuggade omradet i figuren nedan.
Yy
o 1
y= V2zr+1
1 4 x

a) Med skivformeln erhalles den sokta volymen av integralen

/4< 1 )2d /4 L {ln|2x+1|]4
m — r =T r=mn|—— =
L \W2z +1 L 241 2 .

:g(ln9—ln3):

b) Rorformeln ger att den sokta volymen &r

2 _
4 T t=+V2xr+1, x:t 1, dr =tdt

27 ———dx = 2

1 V2r+1 $:1:>t:\/§, r=4=1t=3

3 t2-1 3 43 3
:27r/ L-tdt:w/ (t2—1)dt:7r{——t] =
v t V3 3 V3

=7(9-3-V3+V3) =6m.




4. Svar: y(z) = e " +2€* — (x + 1)e**

Losningsforslag:
Det karakteristiska polynomet 72 —2r — 3 har nollstéllena —1 respektive 3, och déirmed
ar den allménna l6sningen till motsvarande homogena differentialekvation
yn = Cre™" + Coe™,  C,Ch e R.
2z 2x

Med ansatsen y, = z(z)e** = ze** &r

y;, = (z' + 22) e,
y;)' = (z" + 42 + 42)62“’",

vilket vid inséttning i differentialekvationen ger att

(2" + 42" + 42)e* — 2(2' + 22)€* — 3z¢™ = (3w + 1)e**
— 2+2-32=3x+1

Ansatsen z, = Ar + B, dér A, B € R, ger vid inséttning (med 2, = A och 2, = 0) att
0+2A—-3(Axr+B)=3x+4+1 <<= —-3Ar+2A-3B=3r+1
<~ <~
2A—-3B =1 B=-1.
Salunda har vi partikuldrlésningen y, = —(x + 1)e**, och det foljer att den allménna
16sningen till differentialekvationen &r
Yy=1yn+yp,=Cre " +Coe™ — (z+1)e*,  C,Cy €R.
Derivering ger att
y = —Cre " + 3C2e™ — (2z + 3)e*.
Fran begynnelsevillkoren y(0) = y'(0) = 2 erhalles att

Cl“‘ 02—1:2 — Ol_l' 02:3 Clz
—Cl+302—3:2 —Cl+302:5 02:2

Losningen till begynnelsevéardesproblemet ar alltsa

y(r) = e + 2% — (z + 1)e*.



3
5. Svar: a) 1+x—% b) 1+1In2

Losningsforslag:
a) Nedan betecknar B;, By och Bz funktioner som dr begridnsade i en omgivning av
0. Fran kéinda Maclaurinutvecklingar har vi att
2 t3
er=1+t+—+—+t'Bi(t),
2 6
t2

cost =1— 3 + t1By(t).

Salunda géller att

2 6

2 33‘3 .I'Q 3 3

:1—%+x—?+?+%+9€4B3($):1+$_%+x433(x)’

f(x) =e"cosx = (1 +x+ i + i +a:4Bl(:1:)> (1 — %2 +$4Bg(x)) =

varav det (enligt entydighetssatsen for Maclaurinutveckling) foljer att Maclaurinpo-
lynomet av ordning 3 till f(x) &r

3
x

1+2——.
3

b) For att partialbraksuppdela integranden ansétter vi

3x+1 3r+1 A B C

w3202+ x(r+1)2 _E+x+1+(x+1)2’

dir A, B,C € R. Detta ger att A =1, B = —1 och C' = 2. Salunda &r

/X Br+1 /X L1 2 .
——————dr = - — =
1 w3+ 22242 1 \z 41 (r+1)?

X X
2 T 2
= |ln|z| —InjJz+1] — ——| = |In _ _
r+1] r+1 x+1 .
X 2 1 1
=1 — —In-4+1—hl1-0-In-+1=
nX+1’ X1 n2—|— n n2—|—

=In2+1, daX — cc.

Detta visar att den givna generaliserade integralen &r konvergent med vérdet

* 3r+1



6. Svar: y(z) = (1 +2°)(4arctanz +1 — )

Losningsforslag:
Vi noterar forst att eftersom y &r kontinuerlig, sa dr integranden
och det foljer da av analysens huvudsats att funktionen

f() = /1 T2y(t) o

142

2ty(t)
142

kontinuerlig,

ar deriverbar. Darmed ar aven
" 2ty(t)
=4x — 2
y(ZE) x + /1 1+ 12

deriverbar. Derivering av bada led i integralekvationen och tillaimpning av analysens
huvudsats ger att

dt

2xy(x)
! p— 4 .
y'(x) * 14 a2

Vidare ger inséttning av x = 1 i integralekvationen att

" 2ty(t)
)=4-1-2
y() +/1 1+ ¢2

Det foljer att integralekvationen &r ekvivalent med begynnelsevirdesproblemet

=4, y(1)=2.

dt=4—-24+0=2.

, 2wy
y = 2
1+z

Eftersom

2z 9
/(—1+$2)dx:—ln(1+x)+0, C eR,

sa ges en integrerande faktor till differentialekvationen av

—In(1422) — 1
1+ 2%
Multiplikation med denna integrerande faktor leder till att

e

,_2:17_3/24 = v _ 2:vy2: .
14 22 L+a? (14 22) 14 22

Y

= d Y _ 4
de\1+22) 1+ 22

4
<= L:/ dr = 4arctanx + B
1+ 22 1+ 22

< y=(1+2")(4arctanz + B),
diar B € R. Begynnelsevillkoret (1) = 2 innebér att
2= (1+1%)(4arctan1+ B) <= B=1-m.
Salunda har integralekvationen 16sningen

y(z) = (14 2%)(4arctanz + 1 — 7).



