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1. Svar:a) 1 b) 2 c) In3

Losningsforslag:
a) Via partialintegrering erhalles att
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0 0

b) Variabelsubstitutionen ¢t = v/x + 1 ger att
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(Aven variabelbytet t = 2 4 1 fungerar for att berikna integralen ovan.)
¢) Genom att partialbraksuppdela integranden far vi att
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2. Svar: a) y(z) =2 “+¢e* —1 b) y(z)

Losningsforslag:
a) Det karakteristiska polynomet r* — 3r — 4 har nollstéllena —1 respektive 4, och
dédrmed &r den allménna l6sningen till motsvarande homogena differentialekvation

yp = Cre "+ Coe®, 1, Cy e R
Ansatsen y, = A, dir A € R, ger vid inséittning (med y, =y, = 0) att
0-3-0—4-A=4 — A=-1L

Salunda har vi partikulérlosningen y, = —1, och det foljer att den allménna l6sningen
till differentialekvationen ar

y=uyn+yp=Cie "+ o —1,  C,CeR.
Derivering ger att

y = —Chre ™ +4C,e*.



Fran begynnelsevillkoren y(0) = 3/(0) = 2 erhalles att
Cl+02—1:2 Cl+02:3 01:2
< <
—Cl+402:2 —Cl+402:2 02:1
Losningen till begynnelsevardesproblemet ar alltsa
y(r) = 27" 4+ ¥ — 1.
b) Omskrivning och integrering ger att

1d
y =2y L2 S0
y? dx

1
= /—2dy:/2xdx
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1
= ——=2"4C, C eR.
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Notera att vi, pa grund av begynnelsevillkoret y(1) = 1, kan anta att y # 0 i utrik-
ningen ovan. Villkoret innebér att

1
—I:12+C = C=-2
Salunda har begynnelsevirdesproblemet 16sningen
1
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3. Svar: a) T b) (7 — 2)

Losningsforslag:
Rotationskropparna genereras av det skuggade omradet i figuren nedan.

Y
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Y = CoST

x

a) Med skivformeln erhalles den sokta volymen av integralen
iy T 1 9 b
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1+cos(2x)

2.
L = 2

dér vi har anvént den trigonometriska identiteten cos
b) Rorformeln ger att den sokta volymen &r

QW/OZxcosxdx:%([xsmx} —/jl-sinxda:) =
> - 27r(f (- (—1))) — (7 —2).
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. Svar: a) 3 b) 2z + gx?’

Losningsforslag:
a) Nedan betecknar B;, By, B3, By samt Bj funktioner som &r begrénsade i en om-

givning av 0. Fran kéinda Maclaurinutvecklingar har vi att
2

t
cost =1— 3 + ' By (1),

t3
arctant =t — =+ t°By(t),

och dédrmed &r
_ 2 4 192 4
cos(2z) =1 + (22)*B(22) = 1 — 22° 4+ 2" Bs(x)

och
(32)° 5 3 5
arctan(3z) = 3x — + (32)°By(3x) = 3z — 92° 4+ x° By(x).
Salunda géller att
3z cos(2r) — arctan(3z)  3z(1 — 227 + ' Bs(x)) — (3z — 92° + 27 By(x))
a3 N 23 =

3¢ + 7B
i 5<I):3+x235(1‘)—>3, da z — 0.

3
b) Nedan betecknar By, By, Bs samt B, funktioner som &r begrénsade i en omgivning

2

av 0. Fran kdnda Maclaurinutvecklingar har vi att
t t 3

2 t3

t
In(l+t)=t— Ftg+ t*Ba(t),

och darmed ar
2 2 2 3
(G % +(20) By(20) = 20— 207 + 50 + 1 By().

In(1+ 2x) =2z — 5

Salunda géller att
2
f(x) = e In(1 + 2z) = <1 x4 % + m3Bl(gc)> (2:(,’ —22% + gx?’ + m4B3(az)> =

8
=21 — 227 + —2® + 227 — 22° + 2® + ' By(z) =22 + gx?’ + 2 By(7),



varav det (enligt entydighetssatsen for Maclaurinutveckling) foljer att Maclaurinpo-
lynomet av ordning 3 till f(z) &r

5
200 + —a3.
SC—|-3SC

. Svar: y(t) = 15 — 14e 25

Losningsforslag:
Lat y(t) beteckna méngden salt (i kilogram) som finns i tanken efter tiden ¢ minuter
fran att processen startat. Da uppfyller y differentialekvationen

015 4— T4 e e Y2
y="5 100 v+

Multiplikation med den integrerande faktorn e ger att
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ez = — e2 = —e2
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5 dt = 15e% + C
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diar C' € R. Begynnelsevillkoret y(0) = 0,01 - 100 = 1 ger att C' = —14 och dérmed
géller att

y(t) = 15 — 14e 2.

. Svar: Konvergent med véardet m
Losningsforslag:

Lat f(x) beteckna integranden, dvs.

T+ 3
B4+ +1

flx) =

Genom att exempelvis jamféra f(z) med g(z) = & da z — oo, inses att den givna
generaliserade integralen ar konvergent. Konvergensen visas dock dven av berdkningen
av integralen nedan.

Polynomet i integrandens nédmnare har nollstéllet —1 varav det (efter polynomdi-
vision) foljer att

r+ 3

J(@) = (z+1)(z2+1)

Partialbraksuppdelning ger dérefter att

1 —r+ 2

f(x):x—kl—i_ 24+ 1




Primitiva funktioner till f(z) ges (under antagandet att « > —1) av

/ T+ 3 J / 1 T n 2 J
€r = — €r =
»+r2+z+1 r+1 2241 22+1

1
=In(x+1)— §ln(w2+ 1) 4+ 2arctanz + C =

r+1
=In| ——— ) + 2arctanz + C, C eR.
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Slutligen har vi att

/X T+3 p | ( T+ 1 )+2 . X
xr = n{ ——— arctan xr =
o B3+ at+ar+1 Va2 +1 0

X+1
=In{ —— ) +2arctan X —In1 — 2arctan0 =
(\/X2 + 1>

X+1
—ln(—+> +2arctanX—>1nl+2~z:7r, da X — oo,
X241 2

vilket visar att den givna generaliserade integralen &r konvergent med véardet

/°° r+3 J
x
g w424+ r+1

(I griansvérdesberdkningen ovan har vi anvint att

1 i 1+ % 1+0 1)
im ——— = lim = = 1.
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